option informatique

CORRIGE : GROUPE CRITIQUE D'UN GRAPHE (ENS 2009)

Partie I. Matrice d’incidence et matrice Laplacienne d’un graphe

m
Question 1.1. Avec les notations de I’énoncé, le coefficient d’indice (i, j) de Lg'L est égal & : &= Z&’k@-,k.
m k=1
- Sii=jalors &)= Zfiz'k = Z 1 =d;, le nombre d’arétes incidentes a i ;
k=1 {i,j}eE
- sii# jetsiin'est pasadjacent a j alors quel que soitk € [1,m], {;y =0ou;=0eté;=0;
— sii#jetsiietjsontadjacents, il existe une unique valeur de k telle que la k-éme aréte soit {i, j}. Dans ce cas
€= gi,kgj,k avec € = — ik donc €= —1.

Dans tous les cas nous avons montré que ¢; ; = e; ; donc Lg'Lg = Ac.

Question 1.2. Agv =Av & Lg'Lgv = Av donc A|v]|? = fv(A\v) = 'vLg! Loy = ' (‘Lgv)(‘Lgv) = |['Lgv]%.

n m n
2
Nous avons ||v]|* = va et |['Lgv|* = Z(Z&’kvi) .Sifi,j} est la k-eme aréte de Ealors {; = +1, £ =~ et £ =0
i=1 k=1 i=1
m
pour «a & {i,j} donc ||'Lgv|* = Z(vi —v;)%. Ainsi, A = Z (v; —vj)? / va
k=1 {i.j)€E i

La matrice Ag est symétrique réelle et nous venons de prouver que ses valeurs propres sont positives; il s’agit donc d'une
matrice symétrique positive.

Question 1.3. ker(Ag) est le sous-espace propre associé a la valeur propre A = 0 donc d’aprés la question précédente,

2
v eker(Ag) = Z (Vi-v) =0 = vi=vy =" =7,
{i,jleE
En effet, si i et j désignent deux sommets distincts il existe une suite d’arétes {iy,i,1} telle que ip =i et iy = j et alors
q-1
2 .
Z(Vik -v;,,) =0doncv; == vj,, ce qui prouve que v; = v;.

k=0
ker(Ag) est bien la droite vectorielle engendrée par le vecteur e, et d’apres le théoréeme du rang nous avons rg(Ag) =n—1.

Plus généralement, si Cy,..., Cp désignent les composantes connexes de G alors
veker(Ag) & Yae[l,pl, Y(i,j)eCl vi=v;
ker(Ag) est cette fois de dimension p et rg(Ag) = n—p.

Question 1.4. Nous avons :

0 0 0
Lor=| o-iviiinrnv 0 1 tLG,k = et LG’ktLG,k = Qe . 1 e 0

: 0 :

0 Q- 1 - 0 0

ol les zones blanches correspondent aux coefficients respectifs des matrices Lg, 'L et de leur produit, a savoir Ag. On a
donc Lgi'Lgx = Agk- De cette égalité il résulte comme a la question 2 que si v est un vecteur propre de Ag associé a la

valeur propre A alors A|[v||*> = ||'Lgv]|*. Cette égalité se traduit cette fois par :
n
2 2 2,2
)\Zvi = Z (vi—vj)"+ Z Vi + VL.
i-1 kelij)eE {i,KJeE

La valeur propre A = 0 donne une équation du noyau; cette fois v € ker Agy si et seulement si: vy =0, v; =0si {i,k} €E
et (i,j) € Cl == v;. Autrement dit, la dimension du noyau est égale a p —1 si p désigne le nombre de composantes
connexes de G. Ainsi, rg(Agx) = n+1 —p et en particulier, si G est connexe la matrice Ag est de rang n.
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Question 1.5. Si on part de la matrice Agy et quon effectue les opérations élémentaires L; <— L; +¢; y Ly pour i # k on ne
modifie pas son rang et on obtient une matrice dont les lignes sont les coefficients des vecteurs {Aq,..., A} \ {Ar} U {xc}. Le
rang de cette famille est donc égal au rang de la matrice Ag ; elle est de rang n si et seulement si G est connexe.

. . d; .
Question 1.6. D’apres les formules de CRaAMER nous avons v; = — avec d = det A et d; = det(ay,...,a;_1,a,a;41,...,4,) OU

d

a; désigne la i-eme colonne de A. Puisque A et a4 sont a coefficients entiers nous avons d € Z et d; € Z. Posons 6 =|d|, d = €9,
’

77

. . . . . ’1}'
et effectuons la division euclidienne de &d; par 6 : ed; = dv;" + v/ avec 0 < v; <. Alors v; = gl +v/.

Partie II. Le groupe critique d’un graphe

Question 2.1. L'ensemble des combinaisons linéaires a coefficients entiers des g; forme un groupe (évident) et tout
sous-groupe qui contient les g; doit le contenir donc il s’agit bien de (g1, £,.-.,%k)-

Question 2.2. Par définition de la matrice Ag nous avons ZAi = 0 donc toute combinaison a coefficients entiers de

1
{Aq,...,A,} peut aussi s’écrire comme combinaison de {Aq,...,A,}\ {A;}.

Question 2.3. La relation est réflexive puisque 0 € H; elle est symétrique puisque x—y e H &< —(x—y) € H; elle est
transitive puisque (x—yeHety—-zeH) = (x-y)+ (v —z) e H.

Question 2.4. Il importe avant tout de prouver que l’addition ainsi définie ne dépend pas du choix des représentants
des classes. Considérons donc quatre éléments tels que x=x"etp=7".Onax-x' € Hety-y e Hdoncx—x"+y-y' =
(x+v)—(x"+9') € H, ce qui prouve que x+y =x’ + .

Il reste alors a constater que :

— 0 est un élément neutre de K/H ;

— l’'addition est associative puisque X+ (y+2z) =X+y+z=x+
+X=7+X;

l'addition est commutative puisque X +7y =X+

tout élément posséde un inverse puisque X + =x = 0.

Question 2.5. Considérons un élément a € Z". D’apres la question 1.5 la famille {Aq,..., A} \ {Ax} U {x} est une famille

libre de IR” donc il existe un unique vecteur v tel que a = E v;A; + v xg. Cette équation représente un systéeme de CRAMER

izk 4 .
a = Av dont les coefficients sont a coefficients entiers ; d’aprés la question 1.6 le vecteur v s’écrit sous la forme : v; = g’ +;
ol les variables sont entiéres et vérifient 0 < v <.

1 —
Posons a’ = E(Zv;Ai + VX ) D’aprés la question 2.2, a—a’ € A(G, k) donc a = a’. Or 4’ ne peut prendre que " valeurs
i=k
distinctes donc le nombre de classes d’équivalences est fini : C(G, k) est un groupe de cardinal fini.
Question 2.6. Considérons I'application ¢ : K/H — K'/d(H) « définie » par ¢(X) = d(x), et commengons par montrer que
cette définition a bien un sens en considérant x et x” tels que X = x”. On a x” = x + (x" - x) donc $(x") = P(x) + P(x” - x). Mais
$(x’ —x) € d(H) donc dp(x’) = ¢(x). Ceci montre que ¢(¥) ne dépend pas du représentant de la classe X et donne bien un

sens a la définition ci-dessus.
Il reste a prouver que ¢ est un isomorphisme de groupe :

- PF+7) = GEFT) = blx +9) = 900) + by) = P0x) + §(3) = BB + D(F)
- 3@ =6F) = d(x)-dr) € p(H) = P(x—y) € p(H) = x—y e H (car ¢ est bijectif) = ¥=7.

Question 2.7. Les égalités ¢(x;) = y; définissent un unique morphisme de groupe de Z" dans lui-méme :
Yv=(vy,...,v,) €Z", )= Zvi(xi — X)) — ViXe = Z VX — (Zvi)xk + (v — v )xe.
ik ie(k,() ik
Il s’agit d’un isomorphisme de groupe car quel que soit w = (wy,...,w,)€Z" on a:

v; = w; pour i ¢ {k,(}

Ve = —Zwi

¢(v) =W i#l
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Nous allons maintenant montrer que ¢(A(G, k)) = A(G,{) ce qui, a 'aide de la question 2.6, nous permettra d’en conclure
que C(G, k) ~ C(G,?).

Nous avons ¢(A(G, k)) = ($(A1),..., d(A,), ¢(xx)). Calculons chacun des termes de cette famille génératrice.
= Sii=k ¢(A) =did(x;)+ Zei,j(l)(xj) = d;(x; —xx) + Z e;,j(xj —xx) —eixxp = dix; + Z e;,jXj + e x(xx — x) car

j#i jefik} jeli k)
di =- Zeil]’. On a donc q)(A,) = Ai — € kX = Al,
j#i
- Sii=k, ([)(Ak) = dkc{)(xk) + Zek,j(p(xj) = —deg + Zek’]-(xj —Xk) = dk(xk —Xg) + Zekij]- car dk =- Zek,]-. On a donc
j=k j=k j=k jzk

O(Ag) = Ap —drxp = Ay
Ainsi, §(A(G k) =(A,..., A, —xp) = (A —eq kX, Ay — e pxe, xp) = Ay, Ay, x0) = A(G, ).

Partie III. Tas de sable sur un graphe et configurations récurrentes

Question 3.1. Si u — v il existe i tel que u —v = A; € A(G,n) donc u = v (dans le groupe C(G,n)). Par récurrence ceci

7 ~ *
s’étend au cas ou u — v.

Question 3.2.

(a) Considérons un éboulement u — v du sommet i. Celui-ci a nécessairement un voisin plus proche du puit, donc
w(u) < p(v) si on munit les potentiels de la relation d’ordre lexicographique.

Par ailleurs, lors d’une suite d’éboulements u® > u! ... > uP le nombre N de grains reste constant donc la suite

les potentiels p(u') est strictement croissante et majorée par le vecteur (N,0,...,0). Il ne peut donc exister de suite

d’éboulements infinie, ce qui prouve l'existence d’au moins une configuration stable v telle que u So.

(b) Considérons deux avalanches conduisant a des états stables vetw: u=v" »v! > 5P =vetu=w’ > w' -

-+« > wi =w, et supposons p < q. Montrons par récurrence sur p que w = v.

— Sip=0alors u = v est un état stable et donc w = u.

— Sip>0,soit i tel que v =v°—A;. On passe de v% a v! en éboulant le sommet i donc u; > d; (il y a au moins d;

grains sur le sommet i dans la configuration initiale u). Par ailleurs, puisque w est stable le sommet i ne peut
plus étre éboulé et w; < d;. Lors de I'avalanche conduisant a w le sommet i s’est donc éboulé au moins une fois ;
notons k le premier entier pour lequel w**! = wk — A;. Dans chacune des configurations précédentes le sommet
i possede au moins d; grains donc l’avalanche vi=wl A s w -A 5 wk -A; - WS Sl

est licite. Les deux avalanches v' — v et v! = w sont de longueurs respectives p —1 et g — 1 donc par hypothése
de récurrence w = v.

Question 3.3.

* * *
(a) On aclairement u+v —>u’+vetu +v—u'+v doncu+v—u'+v"

(b) Notons d le diametre de G et N un entier strictement supérieur au maximum des degrés des sommets de G. Posons
alors k = N. On est assuré qu’au moins un des sommets de kv autre que le puit contient au moins N grains.
Eboulons ce sommet N%~! fois ; chacun de ses voisins contient au moins N1 grains. Eboulons-les chacun N4~ fois
et réitérons ce procédé. Puisque tous les sommets sont a une distance inférieure ou égale a d du sommet initial a la
fin de ce processus on a atteint un état w dans lequel chaque sommet posséde au moins un grain.

(c) Supposons qu’il existe une configuration positive u” telle que u" + 8 S, et posons v =u’+6—u. Alors u +v Suet
puisque u est stable, 0 — u est positive donc v aussi. Ainsi u est récurrente.
Réciproquement supposons u récurrente et considérons v positive telle que u+v Su. D’apreés la question précédente
il existe k et w tel que kv Swetw; >0 pour i < n.Si N est un entier supérieur au degré maximal des sommets de
GonaNw>detdonc u+kNv > u+Nw=u'+8avec u’ positive. Mais par ailleurs u + kNv Suet par unicité de
I’état stable u’+& > u.

Question 3.4. Sachant que ZAi =0onaaussiu—ve(Aq,...,A,_1). Posons u —v = ZaiA,- - Z%’Ai avec a; > 0. Posons
i iel i€]
w:u+Zu,~Ai :v+ZaiAi.Alorsw;>u etw = v.

i€] i€l
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Question 3.5. 0@ 0 est stable donc 0 — 0@ 0 est positive. Puisque 0 est aussi positive, on en déduit que e=0+0—- 0@ d est
positive.
O0+e=(0+0)+(0—0®d). Les deux configurations 6+ 0 et 56— 0@ sont positives et 0+0 5 o@ddonce+d > 0BO+(6—0D0) = 0.

Question 3.6. Si u+¢— u alors par définition u est récurrente (e est positive d’apres la question précédente).
Réciproquement supposons u récurrente : d’aprés la question 3.3c il existe une configuration positive u” telle que 1"+ S
Puisque ¢ est positive, u'+§+¢ Su+e

Par ailleurs, d’aprés la question 3.5, u" +d+¢ 5 '+ u. Par unicité de la configuration stable obtenue par avalanche
(question 3.2b), u +¢ S

Question 3.7. Par définition d+ 6 5 o@ddonce=25-0@d¢€ (A1, Ay,...,A,) et € est positive.

D’apres la question 3.3b, il existe un entier k et une configuration w telle que ke S wavecw; >0 pour tout i € [1,n—1].
Notons enfin que puisque ¢ € (A1, A,,...,A,) c’est aussi le cas de ke et donc de w.
Considérons alors une configuration quelconque u et k € IN tel que pour tout i < n on ait u; + kw; > d;. On peut alors écrire

P *
u+kw=u"+0avec u’ positive. Posons v = u@kw. Onau+kw —>vetwe(A,A,,...,A ) doncu—ve(A,A,y,...,A).
. * * . . * ) N .
Par ailleurs, (4 +kw)+e=u"+(d+¢) > u'+d=u+kw — v. Mais on a aussi (u + kw) + ¢ > v + ¢ donc d’aprés la question
* . 7’
3.2bon a v+ ¢ — v, ce qui prouve que v est récurrente.

Supposons maintenant qu’il existe une autre configuration récurrente v’ telle que u — v’ € (A1, A,,...,A,). Alors v/ —v €
(A1, A,,...,Ay) et d’aprés la question 3.4 il existe une configuration w telle que w = v et w = v’. En choisissant k assez

grand on a w + ke — v + ke et w + ke — v’ + ke. D’aprés la question 3.6 ceci implique w + ke — v et w + ke — v, Par unicité
de la configuration stable qu’on peut atteindre par avalanche on en déduit v = v’.

Question 3.8. Montrons tout d’abord que @ est une loi interne a R(G). Si u et v sont deux configurations stables
récurrentes, nous savons déja que u@v est par définition une configuration stable. Par ailleurs u+e 5 udonc u+v+e > udv.
Mais on a aussi 1 + v + € — 1 ®v + ¢ donc par unicité de la configuration stable qu’on peut atteindre par avalanche nous en
déduisons u @®v+¢ - udv ce qui prouve que u @ v est récurrente.

La loi & est clairement commutative et associative. Notons 0 I'unique configuration récurrente telle que 0—-6 € (Aq,...,A,),
autrement dit 0 € (A, A,,...,A,).

Soit alors u € R(G). Nous avons (u+0)—(u®0) € (A1,A,,...,Ap) et (u+0)—u € (A, A,,...,A,) donc d’apreés l'unicité établie
a la question précédente, u @ 6 = u; O est bien neutre pour la loi .

Considérons enfin I’'unique configuration récurrente u’ telle que —u—u’" € (A1, Ay, ..., A,). Alors (u+u’)—0 € (A1, A,,...,A,)
et(u+u')—udu €(A,A,,...,A,)donc ud®u’ =6, ce qui prouve que tout élément posséde un inverse.

R(G) est donc un groupe commutatif.

Considérons enfin I'application ¢ : Z" — R(G) définie par ¢p(u) = v, ou v est l'unique configuration récurrente telle que
u—ve(A,A,,...,Ay). ¢ est un morphisme de groupe surjectif de (Z",+) vers (R(G),®) dont le noyau est A(G,n) donc
R(G) est isomorphe a Z"/A(G,n) = C(G).

page 4



